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Аннотация
В работе дано новое общее определение алгебраической решётки. Доказывается, что
любое рациональное преобразование алгебраической решётки снова будет алгебраической
решёткой. Показано, что взаимная решётка к алгебраической решётки также будет ал-
гебраической решёткой, соответствующей тому же чисто-вещественному алгебраическому
полю 𝐹𝑠 над полем рациональных чисел Q.
Следуя за Б. Ф. Скубенко, изучаются фундаментальные системы из чисто-веществен-
ного алгебраического поля 𝐹𝑠 над полем рациональных чисел Q. Показана связь между
фундаментальными системами алгебраических чисел и алгебраическими решётками.
В работе доказаны оценки для норм матрицы перехода от произвольной невырожден-
ной матрицы к рациональной приближающей матрицы. С помощью леммы об оценки нор-
мы матрицы перехода и обратной матрицы перехода, связывающих произвольную невы-
рожденную матрицу и невырожденную рациональную приближающую матрицу, в работе
показано, что множество алгебраических решёток всюду плотно в метрическом простран-
стве решёток.
Доказанная теорема является частным случаем более общей теоремы о том, что для
любой решётки Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 множество всех решёток рационально связанных с решёткой Λ
всюду плотно в 𝑃𝑅𝑠.
Аналогом данной теоремы является утверждение что для произвольной точки общего
положения из R𝑠 соответствующее 𝑠-мерное рациональное арифметическое пространство
будет всюду плотно в 𝑠-мерном вещественном арифметическом пространстве R𝑠.
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1. Введение
Как известно (см. [7], стр.165) множество всех 𝑠-мерных решёток образуют полное метри-
ческое пространство относительно метрики 𝜌(Λ,Γ), которая задана равенствами
𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)), 𝜇 = inf
Λ=𝐴·Γ
‖𝐴− 𝐸𝑠‖, 𝜈 = inf
𝐵·Λ=Γ
‖𝐵 − 𝐸𝑠‖,
𝐸𝑠 =
⎛⎜⎝ 1 . . . 0... . . . ...
0 . . . 1
⎞⎟⎠ = (𝛿𝑖𝑗)16𝑖,𝑗6𝑠 , 𝛿𝑖𝑗 = {︂ 1, при 𝑖 = 𝑗,0, при 𝑖 ̸= 𝑗, ‖𝐴‖ = 𝑠 · max16𝑖,𝑗6𝑠 |𝑎𝑖𝑗 |.
Метрическое пространство решёток 𝑃𝑅𝑠 играло существенную роль в работах [5], [6], [9]–
[17], [21]–[24].
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В 1976 году в работах К. К. Фролова [19], [20] было сделано существенное, принципиальное
продвижение в теоретико-числовом методе в приближенном анализе, основанное на примене-
нии алгебраических решёток. Ниже дадим общее определение алгебраической решётки.
Наряду с операциями сложения и вычитания векторов из R𝑠 рассмотрим операции поко-
ординатного умножения двух векторов и деления вектора на вектор общего положения:
?⃗? · ?⃗? = (𝑥1𝑦1, . . . , 𝑥𝑠𝑦𝑠), ?⃗?
?⃗?
=
(︂
𝑥1
𝑦1
, . . . ,
𝑥𝑠
𝑦𝑠
)︂
(𝑦1 ̸= 0, . . . , 𝑦𝑠 ̸= 0).
Добавление операции покоординатного умножения превращает R𝑠 в коммутативное кольцо
с единицой ?⃗? = (1, . . . , 1) и, кроме того, в алгебру над R ранга 𝑠.
Так как для стандартного базиса ?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠 справедливы равенства ?⃗? · ?⃗?𝑗 = 𝑥𝑗 · ?⃗?𝑗 (𝑗 =
= 1, . . . , 𝑠), то умножение на ?⃗? задаёт линейное преобразование пространства R𝑠. Матрицей
этого линейного преобразования в стандартном базисе является диагональная матрица 𝐷(?⃗?),
которая невырожденная только для точек ?⃗? общего положения. Обозначим через 𝐷(0)𝑠 (R) мно-
жество всех диагональных матриц, содержащее как подмножество 𝐷𝑠(R) — множество всех
невырожденных диагональных матриц, так и подмножество вырожденных диагональных мат-
риц, т. е. диагональных матриц, у которых на диагонали есть хотя бы один ноль. Соответствие
?⃗? → 𝐷(?⃗?) задаёт регулярное R-представление пространства R𝑠 в стандартном базисе. Таким
образом всё R𝑠 отображается взаимно однозначно на 𝐷(0)𝑠 (R), а множество точек общего по-
ложения — на 𝐷𝑠(R). При переходе к другим базисам регулярное представление меняется.
Согласно Б. Н. Делоне и Д. К. Фаддееву [3] решёткой, повторяющейся умножением,
называется всякая решётка замкнутая относительно операции покоординатного умножения
точек. Таким образом, если решётка Λ, повторяется умножением, то для любого ?⃗? ∈ Λ спра-
ведливо соотношение
?⃗? · Λ = {(𝑥1𝑦1, . . . , 𝑥𝑠𝑦𝑠) | ?⃗? ∈ Λ} ⊂ Λ · Λ ⊂ Λ.
Ясно, что если ?⃗? — точка общего положения, то ?⃗? · Λ — подрешётка, повторяющаяся умно-
жением, решётки Λ, так как свойства дискретности и замкнутости относительно сложения,
вычитания и умножения для ?⃗? · Λ сохраняются, кроме того линейно независимая система
векторов переходит в линейно независимую.
Таким образом, с алгебраической точки зрения всякая решётка Λ, повторяющаяся умно-
жением является, с одной стороны, коммутативным кольцом, а с другой стороны Z-модулем.
Определение 1. Точка ?⃗? ̸= 0⃗ называется делителем нуля, если у неё есть координаты
равные 0.
Определение 2. Решётка не содержащая делителей нуля называется неприводимой.
Для решёток, повторяющихся умножением, рассмотрим более важное регулярное Z-
представление точек этой решётки. Если решётка Λ = Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠), повторяется умножением,
то определены следующие целочисленные матрицы линейных преобразований:
𝐴𝑘 =
(︁
𝑎
(𝑘)
𝑖 𝑗
)︁
(16𝑖,𝑗6𝑠)
,
⎧⎪⎨⎪⎩
?⃗?𝑘 · ?⃗?1 = 𝑎(𝑘)1 1 ?⃗?1 + . . .+ 𝑎(𝑘)𝑠 1 ?⃗?𝑠
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
?⃗?𝑘 · ?⃗?𝑠 = 𝑎(𝑘)1 𝑠 ?⃗?1 + . . .+ 𝑎(𝑘)𝑠 𝑠 ?⃗?𝑠
(𝑘 = 1, . . . , 𝑠). (1)
Если через 𝐴?⃗? обозначим регулярное Z𝑠-представление точки ?⃗? решётки Λ =
= Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠), то через внутренние координаты 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 этой точки в базисе ?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠:
?⃗? = 𝑚1?⃗?1 + . . .+𝑚𝑠?⃗?𝑠 матрица 𝐴?⃗? выражается линейно в виде
𝐴?⃗? = 𝑚1𝐴1 + . . .+𝑚𝑠𝐴𝑠.
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Определение 3. Назовём вектор ?⃗? = (𝜆(1), . . . , 𝜆(𝑠)) ∈ R𝑠 целым алгебраическим, если
многочлен
𝑓
?⃗?
(𝑥) = (𝑥− 𝜆(1)) . . . (𝑥− 𝜆(𝑠)) ∈ Z[𝑥].
Вектор ?⃗? = (𝜆(1), . . . , 𝜆(𝑠)) назовём алгебраическим, если найдется натуральное число 𝑛
такое, что вектор ?⃗?1 = 𝑛?⃗? будет целым алгебраическим вектором.
Определение 4. Решётка Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 называется алгебраической, если любой вектор
𝜆 ∈ Λ будет алгебраическим вектором и Λ содержит неприводимую подрешётку Λ1, повто-
ряющуюся умножением.
Важным свойством алгебраических решёток является тот факт, что норменный минимум
𝑁(Λ), который определяется равенством
𝑁(Λ) = inf
?⃗?∈Λ, ?̸⃗?=0⃗
|𝑥1 . . . 𝑥𝑠|,
строго больше 0: 𝑁(Λ) > 0.
Пусть 𝐹𝑠 — чисто-вещественное алгебраическое поле степени 𝑠 над полем рациональных
чисел Q и 𝐹 (1)𝑠 = 𝐹𝑠, 𝐹
(2)
𝑠 , . . . , 𝐹
(𝑠)
𝑠 — его алгебраически сопряжённые поля. Обозначим через
A(𝐹𝑠) множество всех алгебраических решёток Λ таких, что координаты любого вектора ?⃗? ∈ Λ
являются алгебраически сопряженными числами из поля 𝐹𝑠, то есть ?⃗? = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) и 𝑥𝑗 = 𝜃(𝑗)
(𝑗 = 1, . . . , 𝑠), где 𝜃(1) = 𝜃, 𝜃(2), . . . , 𝜃(𝑠) — полный набор алгебраически сопряженных чисел
𝜃(𝑗) ∈ 𝐹 (𝑗)𝑠 для алгебраического числа 𝜃 ∈ 𝐹𝑠.
Целью данной работы является доказательство следующей основной теоремы о плотности
множества алгебраических решёток A(𝐹𝑠) в метрическом пространстве 𝑃𝑅𝑠.
Теорема 1. Для любого чисто-вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠 степени 𝑠 над по-
лем рациональных чисел Q множество алгебраических решёток A(𝐹𝑠) всюду плотно в мет-
рическом пространстве 𝑃𝑅𝑠.
2. Свойства алгебраических решёток
Нам потребуется обозначение действия линейного преобразования, заданного матрицей
𝑀 , на решётку Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) с базисом ?⃗?1 = (𝜆1,1, . . . , 𝜆1,𝑠), . . . , ?⃗?𝑠 = (𝜆𝑠,1, . . . , 𝜆𝑠,𝑠) и базисной
матрицей 𝐴
𝐴 =
⎛⎜⎝ 𝜆1,1 . . . 𝜆1,𝑠. . . . . . . . .
𝜆𝑠,1 . . . 𝜆𝑠,𝑠
⎞⎟⎠ .
Будем писать 𝑀 · Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) = Λ(𝑀 · ?⃗?1, . . . ,𝑀 · ?⃗?𝑠),
𝑀 ·𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) = 𝐴(𝑀 · ?⃗?1, . . . ,𝑀 · ?⃗?𝑠) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠∑︀
𝜈=1
𝑚1,𝜈𝜆𝜈,1 . . .
𝑠∑︀
𝜈=1
𝑚1,𝜈𝜆𝜈,𝑠
. . .
. . . . . .
𝑠∑︀
𝜈=1
𝑚𝑠,𝜈𝜆𝜈,1 . . .
𝑠∑︀
𝜈=1
𝑚𝑠,𝜈𝜆𝜈,𝑠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
Таким образом произвольный вектор ?⃗? = 𝑚1?⃗?1 + . . .+𝑚𝑠?⃗?𝑠 под действием линейного преоб-
разования с матрицей 𝑀 переходит в вектор 𝑀 · ?⃗? = 𝑚1𝑀 · ?⃗?1 + . . .+𝑚𝑠𝑀 · ?⃗?𝑠 и
𝑀 · ?⃗?𝜈 =
(︀
𝑚𝜈,1 . . . 𝑚𝜈,𝑠
)︀ ·
⎛⎜⎝ 𝜆1,1 . . . 𝜆1,𝑠. . . . . . . . .
𝜆𝑠,1 . . . 𝜆𝑠,𝑠
⎞⎟⎠ (𝜈 = 1, . . . , 𝑠).
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Приведём несколько лемм из работ [4], [13], [15] в нужной нам формулировке с полными
доказательствами и несколько новых лемм.
Лемма 1. Пусть
𝐴 =
(︂
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝑎𝑠𝑠
)︂
,
𝐴11 =
⎛⎜⎝ 𝑎11 . . . 𝑎1𝑠−1. . . . . . . . .
𝑎𝑠−11 . . . 𝑎𝑠−1𝑠−1
⎞⎟⎠ , 𝐴12 =
⎛⎜⎝ 𝑎1𝑠...
𝑎𝑠−1𝑠
⎞⎟⎠ , 𝐴21 = (︀ 𝑎𝑠1 . . . 𝑎𝑠𝑠−1 )︀ .
Если det𝐴11 ̸= 0, 𝑎𝑠𝑠 ̸= 0 и
𝐵11 =
⎛⎜⎝ 𝑏11 . . . 𝑏1𝑠−1. . . . . . . . .
𝑏𝑠−11 . . . 𝑏𝑠−1𝑠−1
⎞⎟⎠ = 𝐴−111 , 𝐵12 = 𝐵11𝐴12,
𝐵21 =
(︀ 𝑎𝑠1
𝑎𝑠𝑠
. . . 𝑎𝑠𝑠−1𝑎𝑠𝑠
)︀
, 0⃗𝑠−1 =
(︀
0 . . . 0
)︀
, 0⃗⊤𝑠−1 =
⎛⎜⎝ 0...
0
⎞⎟⎠ ,
то справедливы равенства
𝐴 = 𝐴1 ·𝐴2,
где
𝐴1 =
(︂
𝐴11 0⃗
⊤
𝑠−1
0⃗𝑠−1 𝑎𝑠𝑠
)︂
, 𝐴2 =
(︂
𝐸𝑠−1 𝐵12
𝐵21 1
)︂
.
Доказательство. Перемножая клеточные матрицы, получим
𝐴1 ·𝐴2 =
(︂
𝐴11 𝐴11 ·𝐵12
𝑎𝑠𝑠 ·𝐵21 𝑎𝑠𝑠
)︂
.
Так как
𝐴11 ·𝐵12 = 𝐴11 ·𝐵11𝐴12 = 𝐴12, 𝑎𝑠𝑠 ·𝐵21 = 𝐴21,
то 𝐴1 ·𝐴2 = 𝐴 и лемма доказана. 2
Рассмотрим произвольную решётку Λ = Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ∈ A(𝐹𝑠). Таким образом, решётки Λ
соответствует базисная матрица 𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠):
𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) =
⎛⎜⎝ 𝜆
(1)
1 . . . 𝜆
(𝑠)
1
. . .
. . . . . .
𝜆
(1)
𝑠 . . . 𝜆
(𝑠)
𝑠
⎞⎟⎠ , 𝜆(𝜇)𝜈 ∈ 𝐹 (𝜇)𝑠 (1 6 𝜈, 𝜇 6 𝑠), (2)
и для любого целочисленного вектора ?⃗? = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Z𝑠 соответствующая точка
?⃗? = ?⃗?(?⃗?) = ?⃗?𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ∈ Λ. Ясно, что 𝑥𝜇 = 𝑚1𝜆(𝜇)1 + . . .+𝑚𝑠𝜆(𝜇)𝑠 ∈ 𝐹 (𝜇)𝑠 (1 6 𝜇 6 𝑠).
Назовём знаменателем алгебраического вектора ?⃗?𝑗 наименьшее натуральное число 𝑛𝑗 та-
кое, что 𝑛𝑗 ?⃗?𝑗 — целый алгебраический вектор.
Множество алгебраических, линейно независимых чисел 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 из 𝐹𝑠 согласно
Б. Ф. Скубенко называется фундаментальной системой (см. [13]), а если среди чисел фун-
даментальной системы есть единица, то такая система называется приведенной фундамен-
тальной системой.
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Лемма 2. Пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 из 𝐹𝑠 — произвольная фундаментальная система из 𝐹𝑠, а
𝜆 ∈ 𝐹𝑠 — произвольное алгебраическое число, тогда имеется однозначное представление
𝜆 = 𝑚1𝜆1 + . . .+𝑚𝑠𝜆𝑠, 𝑚𝑗 ∈ Q (1 6 𝑗 6 𝑠).
Доказательство. Действительно, согласно Г. Вейлю (см. [2]) каждое алгебраическое по-
ле 𝐹𝑠 степени 𝑠 над полем рациональных чисел Q является рациональным пространством
размерности 𝑠 над полем рациональных чисел Q. Нетрудно видеть, что произвольная фунда-
ментальная система из 𝐹𝑠 является базисом 𝐹𝑠 как рационального пространства размерности 𝑠
над полем рациональных чисел Q. С другой стороны, каждый базис будет являться фундамен-
тальной системой из 𝐹𝑠. Из свойств базиса рационального векторного пространства следует
утверждение леммы. 2
Лемма 3. Пусть 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 из 𝐹𝑠 — произвольная фундаментальная система из 𝐹𝑠 и
вектора ?⃗?𝑗 заданы равенствами
?⃗?𝑗 = (𝜆
(1)
𝑗 , . . . , 𝜆
(𝑠)
𝑗 ), 𝜆
(𝜇)
𝑗 ∈ 𝐹 (𝜇)𝑠 (1 6 𝑗, 𝜇 6 𝑠),
тогда решётка Λ = Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ∈ A(𝐹𝑠) — алгебраическая решётка.
Доказательство. Действительно, рассмотрим целый алгебраический вектор ?⃗?* = 𝑛1?⃗?1,
который принадлежит решётки Λ. Рассмотрим целые алгебраические вектора 𝜆𝑗
*
= (?⃗?*)𝑗
(2 6 𝑗 6 𝑠). Из леммы 2 следует, что найдутся целые рациональные числа 𝑚2,1, . . . , 𝑚𝑠,𝑠 и
натуральные 𝑛2, . . . , 𝑛𝑠 такие, что (𝑚𝑗,1, . . . ,𝑚𝑗,𝑠, 𝑛𝑗) = 1 (2 6 𝑗 6 𝑠) и
𝜆𝑗
*
=
1
𝑛𝑗
𝑠∑︁
𝜈=1
𝑚𝑗,𝜈 ?⃗?𝜈 (2 6 𝑗 6 𝑠).
Положим 𝑁 = [𝑛2, . . . , 𝑛𝑠], тогда каждый вектор
(𝑁?⃗?*)𝑗 =
𝑁 𝑗
𝑛𝑗
𝑠∑︁
𝜈=1
𝑚𝑗,𝜈 ?⃗?𝜈 (2 6 𝑗 6 𝑠)
будет целым алгебраическим вектором, принадлежащим решётке Λ. Так как подрешётка
Λ1 = Λ(𝑁?⃗?
*, (𝑁?⃗?*)2, . . . , (𝑁?⃗?*)𝑠) — решётка, повторяющаяся умножением, то утверждение
леммы доказано. 2
Обозначим через M𝑠(Q) множество всех рациональных квадратных матриц порядка 𝑠, а
через M*𝑠(Q) — подмножество невырожденных матриц.
Лемма 4. Для базисной матрицы 𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) вида (2) произвольной алгебраической
решётки Λ = Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ∈ A(𝐹𝑠) справедливо соотношение
𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ·𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)⊤ ∈M*𝑠(Q). (3)
Доказательство. Положим 𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) = 𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ·𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)⊤, тогда
𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) =
⎛⎜⎝ 𝜆
(1)
1 . . . 𝜆
(𝑠)
1
. . .
. . . . . .
𝜆
(1)
𝑠 . . . 𝜆
(𝑠)
𝑠
⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 𝜆
(1)
1 . . . 𝜆
(1)
𝑠
. . .
. . . . . .
𝜆
(𝑠)
1 . . . 𝜆
(𝑠)
𝑠
⎞⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠∑︀
𝜇=1
𝜆
(𝜇)
1 𝜆
(𝜇)
1 . . .
𝑠∑︀
𝜇=1
𝜆
(𝜇)
1 𝜆
(𝜇)
𝑠
. . .
. . . . . .
𝑠∑︀
𝜇=1
𝜆
(𝜇)
𝑠 𝜆
(𝜇)
1 . . .
𝑠∑︀
𝜇=1
𝜆
(𝜇)
𝑠 𝜆
(𝜇)
𝑠
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Известно, что если алгебраическое число 𝜆 ∈ 𝐹𝑠 удовлетворяет алгебраическому уравнению
𝑓(𝜆) = 0, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑠 + 𝑎𝑠−1𝑥𝑠−1 + . . .+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0 ∈ Q[𝑥],
то для следа Tr(𝜆) справедливо соотношение Tr(𝜆) = −𝑎𝑠−1 ∈ Q.
Используя функцию след, матрицу 𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) можно записать в виде
𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) =
⎛⎜⎝ Tr(𝜆1𝜆1) . . . Tr(𝜆1𝜆𝑠). . . . . . . . .
Tr(𝜆𝑠𝜆1) . . . Tr(𝜆𝑠𝜆𝑠)
⎞⎟⎠ ,
где 𝜆1, . . . , 𝜆𝑠 из 𝐹𝑠 — соответствующая фундаментальная система из 𝐹𝑠. Тем самым утвер-
ждение леммы доказано. 2
Лемма 5. Для любой рациональной, невырожденной матрицы 𝑀 ∈ M*𝑠(Q) и алгебраи-
ческой решётки Λ ∈ A(𝐹𝑠) решётка Λ1 =𝑀Λ — алгебраическая: Λ1 ∈ A(𝐹𝑠).
Доказательство. Действительно, пусть Λ = Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ∈ A(𝐹𝑠) и базисная матрица
𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) имеет вид (2), а
𝑀 =
⎛⎜⎝ 𝑚1,1 . . . 𝑚1,𝑠. . . . . . . . .
𝑚𝑠,1 . . . 𝑚𝑠,𝑠
⎞⎟⎠ , 𝑚𝜈,𝜇 ∈ Q (1 6 𝜈, 𝜇 6 𝑠),
тогда базисная матрица 𝐴1 =𝑀 ·𝐴 имеет вид
𝐴1 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠∑︀
𝜈=1
𝑚1,𝜈𝜆
(1)
𝜈 . . .
𝑠∑︀
𝜈=1
𝑚1,𝜈𝜆
(𝑠)
𝜈
. . .
. . . . . .
𝑠∑︀
𝜈=1
𝑚𝑠,𝜈𝜆
(1)
𝜈 . . .
𝑠∑︀
𝜈=1
𝑚𝑠,𝜈𝜆
(𝑠)
𝜈
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
𝑠∑︁
𝜈=1
𝑚𝜇,𝜈𝜆
(𝜇)
𝜈 ∈ 𝐹 (𝜇)𝑠 (1 6 𝜈, 𝜇 6 𝑠)
и лемма доказана. 2
Для алгебраических решёток и сама решётка, и её взаимная решётка не имеют ненулевых
точек с нулевым произведением координат. Для обоснования этого достаточно показать, что
координаты любой ненулевой точки взаимной решётки для алгебраической решетки образуют
полный набор алгебраически сопряженных чисел из одного и того же алгебраического чисто
вещественного поля степени 𝑠 над полем рациональных чисел Q.
Рассмотрим алгебраическую решётку Λ = Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ∈ A(𝐹𝑠), заданную равенством
Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) =
{︃
?⃗? =
(︃
𝑠∑︁
𝜈=1
𝜆(1)𝜈 𝑚𝜈 , . . . ,
𝑠∑︁
𝜈=1
𝜆(𝑠)𝜈 𝑚𝜈
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ Z
}︃
. (4)
Так как координаты любой ненулевой точки ?⃗? ∈ Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) — алгебраически сопряжен-
ные алгебраические числа, то произведение 𝑥1 . . . 𝑥𝑠 — ненулевое рациональное число.
Из предыдущего следует, что каждая строка матрицы 𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) состоит из полного
набора алгебраически сопряженных чисел, а все элементы 𝜈-ого столбца матрицы принад-
лежат одному и тому же алгебраическому полю 𝐹 (𝜈)𝑠 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠). Так как точки решетки
Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) — целочисленные линейные комбинации строк матрицы 𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠), то коор-
динаты каждой точки ?⃗? ∈ Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) — полный набор алгебраически сопряженных чисел,
а 𝜈-ая координата для любой точки этой решетки принадлежит одному и тому же алгебраи-
ческому полю 𝐹 (𝜈)𝑠 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠).
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Покажем, что этим свойством обладает и взаимная решётка.
Обозначим через 𝑈𝜈 𝑗 = 𝑈𝜈 𝑗(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) элементы матрицы 𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)−1. Ясно, что из
симметричности матрицы 𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) вытекает симметричность матрицы 𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)−1.
Обозначим через 𝐴*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) базисную матрицу взаимной решётки Λ*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) к ре-
шётке Λ(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠), которая взаимна базисной матрице 𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠).
Лемма 6. Справедливо равенство
𝐴*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈1 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈1 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈2 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈2 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘
...
...
...
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈𝑠 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈𝑠 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Доказательство. Действительно, из равенства
𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) = 𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) ·𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)⊤
вытекает 𝐴−1(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) = 𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)⊤ ·𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)−1. Так как
𝐴*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) = (𝐴−1(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠))⊤
и 𝑄⊤(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) = 𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠), то из предыдущего следует
𝐴*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) =
(︁
𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)
⊤ ·𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)−1
)︁⊤
= 𝑄(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠)
−1 ·𝐴(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) =
=
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑈1 1 . . . 𝑈1 𝑠
𝑈2 1 . . . 𝑈2 𝑠
...
...
...
𝑈𝑠 1 . . . 𝑈𝑠 𝑠
⎞⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎝ 𝜆
(1)
1 . . . 𝜆
(𝑠)
1
. . .
. . . . . .
𝜆
(1)
𝑠 . . . 𝜆
(𝑠)
𝑠
⎞⎟⎠ =
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈1 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈1 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈2 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈2 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘
...
...
...
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈𝑠 𝑘𝜆
(1)
𝑘 . . .
𝑠∑︀
𝑘=1
𝑈𝑠 𝑘𝜆
(𝑠)
𝑘
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
и лемма доказана. 2
Лемма 7. Произвольная точка ?⃗? решетки Λ*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) имеет вид
?⃗? =
(︃
𝑠∑︁
𝑘=1
(︃
𝑠∑︁
𝜈=1
𝑈𝜈 𝑘𝑚𝜈
)︃
𝜆
(1)
𝑘 , . . . ,
𝑠∑︁
𝑘=1
(︃
𝑠∑︁
𝜈=1
𝑈𝜈 𝑘𝑚𝜈
)︃
𝜆
(𝑠)
𝑘
)︃
,
где 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 — произвольные целые числа.
Доказательство. Утверждение леммы вытекает из вида матрицы 𝐴*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠), так как
произвольная точка решётки Λ*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠) является линейной целочисленной комбинацией
строк матрицы 𝐴*(?⃗?1, . . . , ?⃗?𝑠). 2
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3. Основная теорема о плотности множества алгебраических ре-
шёток
Приступим к доказательству основной теоремы о плотности множества алгебраических
решёток, предварительно докажем лемму о норме обратной матрицы близкой к единичной
для этого нам потребуется одна лемма из [7] (см. стр. 158).
Лемма 8. Пусть матрица 𝐴 = 𝐸𝑠 +𝐵, причём ‖𝐵‖ < 1. Тогда матрица 𝐴 — невырож-
денная, причём матрица 𝐶 = 𝐸𝑠 −𝐴−1 удовлетворяет условию ‖𝐶‖ 6 ‖𝐵‖1−‖𝐵‖ .
Доказательство. См. [7], стр. 158. 2
Лемма 9. Пусть для невырожденной матрице 𝐴:
𝐴 =
⎛⎜⎝ 𝑎11 . . . 𝑎1𝑠. . . . . . . . .
𝑎𝑠1 . . . 𝑎𝑠𝑠
⎞⎟⎠
и натурального 𝑁 > 2‖𝐴−1‖𝑠 определены матрицы 𝐴𝑁 , Θ𝑁 , 𝐴 = 𝐴𝑁 +Θ𝑁 :
𝐴𝑁 =
⎛⎜⎝
𝑚11
𝑁 . . .
𝑚1𝑠
𝑁
. . .
. . . . . .
𝑚𝑠1
𝑁 . . .
𝑚𝑠𝑠
𝑁
⎞⎟⎠ , Θ𝑁 =
⎛⎜⎝
𝜃11
𝑁 . . .
𝜃1𝑠
𝑁
. . .
. . . . . .
𝜃𝑠1
𝑁 . . .
𝜃𝑠𝑠
𝑁
⎞⎟⎠ , 𝑚𝜈𝜇 = [𝑁𝑎𝜈𝜇], 𝜃𝜈𝜇 = {𝑁𝑎𝜈𝜇}.
Тогда справедливы соотношения
𝐴=𝐴𝑁 (𝐸𝑠+𝐴
−1
𝑁 Θ𝑁 ), 𝐴𝑁 =𝐴(𝐸𝑠−𝐴−1Θ𝑁 ),
‖𝐴−1Θ𝑁‖6 𝑠‖𝐴
−1‖
𝑁
, ‖𝐴−1𝑁 Θ𝑁‖6
𝑠(𝑠+1)‖𝐴−1‖
𝑁
,
𝐴=(𝐸𝑠+Θ𝑁𝐴
−1
𝑁 )𝐴𝑁 , 𝐴𝑁 =(𝐸𝑠−Θ𝑁𝐴−1)𝐴,
‖Θ𝑁𝐴−1‖6 𝑠‖𝐴
−1‖
𝑁
, ‖Θ𝑁𝐴−1𝑁 ‖6
𝑠(𝑠+1)‖𝐴−1‖
𝑁
.
Доказательство. Прежде всего заметим, что в силу неравенства 𝑁 > ‖𝐴−1‖𝑠 вы-
полняется оценка ‖𝐴−1Θ𝑁‖ 6 𝑠‖𝐴
−1‖
𝑁 < 1, поэтому из леммы 8 вытекает, что матрица
𝐴𝑁 = 𝐴(𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 ) — невырожденная матрица.
Так как согласно лемме 8 при 𝑁 > 2‖𝐴−1‖𝑠
‖𝐸𝑠 − (𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 )−1‖ 6 ‖𝐴
−1Θ𝑁‖
1− ‖𝐴−1Θ𝑁‖ 6
𝑠‖𝐴−1‖
𝑁 − 𝑠‖𝐴−1‖ < 1,
то
‖(𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 )−1‖ 6 ‖𝐸𝑠‖+ ‖𝐸𝑠 − (𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 )−1‖ 6 𝑠+ 1.
Поэтому
‖𝐴−1𝑁 Θ𝑁‖ 6 ‖𝐴−1‖‖(𝐸𝑠 −𝐴−1Θ𝑁 )−1‖ 6
𝑠(𝑠+ 1)‖𝐴−1‖
𝑁
.
Остальные соотношения доказываются аналогично и лемма полностью доказана. 2
Доказательство. [Основной теоремы] Рассмотрим произвольную решётку Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 c
базисной матрицей
𝐴 =
⎛⎜⎝ 𝜆1,1 . . . 𝜆1,𝑠. . . . . . . . .
𝜆𝑠,1 . . . 𝜆𝑠,𝑠
⎞⎟⎠
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и базисом ?⃗?1 = (𝜆1,1, . . . , 𝜆1,𝑠), . . . , ?⃗?1 = (𝜆𝑠,1, . . . , 𝜆𝑠,𝑠), то есть Λ = Z𝑠·𝐴. Пусть𝑁 — достаточно
большое натуральное число, оценки для которого снизу укажем позднее. Рассмотрим фикси-
рованную алгебраическую решётку Λ0 = Λ0(?⃗?1,0, . . . , ?⃗?𝑠,0) ∈ A(𝐹𝑠), заданную равенством
Λ0(?⃗?1,0, . . . , ?⃗?𝑠,0) =
{︃
?⃗? =
(︃
𝑠∑︁
𝜈=1
𝜆
(1)
𝜈,0𝑚𝜈 , . . . ,
𝑠∑︁
𝜈=1
𝜆
(𝑠)
𝜈,0𝑚𝜈
)︃⃒⃒⃒⃒
⃒𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ Z
}︃
, (5)
которой соответствует базисная матрица
𝐴0 =
⎛⎜⎜⎝
𝜆
(1)
1,0 . . . 𝜆
(𝑠)
1,0
. . .
. . . . . .
𝜆
(1)
𝑠,1 . . . 𝜆
(𝑠)
𝑠,0
⎞⎟⎟⎠
и базис ?⃗?1,0 = (𝜆
(1)
1,0, . . . , 𝜆
(𝑠)
1,0), . . . , ?⃗?𝑠,0 = (𝜆
(1)
𝑠,1, . . . , 𝜆
(𝑠)
𝑠,0), то есть Λ0 = 𝐴0 · Z𝑠.
Так как базисные матрицы 𝐴 и 𝐴0 — невырожденные, то найдётся невырожденная матрица
𝑀 = 𝐴 ·𝐴−10 , 𝑀−1 = 𝐴0 ·𝐴−1, 𝑀 =
⎛⎜⎝ 𝑎11 . . . 𝑎1𝑠. . . . . . . . .
𝑎𝑠1 . . . 𝑎𝑠𝑠
⎞⎟⎠
такая, что 𝐴 =𝑀 ·𝐴0, 𝐴0 =𝑀−1 ·𝐴 и решётки связаны равенствами Λ =𝑀 ·Λ0, Λ0 =𝑀−1 ·Λ.
Определим матрицы 𝑀𝑁 и Θ𝑁 из условий
𝑀𝑁 =
⎛⎜⎝
𝑚11
𝑁 . . .
𝑚1𝑠
𝑁
. . .
. . . . . .
𝑚𝑠1
𝑁 . . .
𝑚𝑠𝑠
𝑁
⎞⎟⎠ , Θ𝑁 =
⎛⎜⎝
𝜃11
𝑁 . . .
𝜃1𝑠
𝑁
. . .
. . . . . .
𝜃𝑠1
𝑁 . . .
𝜃𝑠𝑠
𝑁
⎞⎟⎠ , 𝑚𝜈𝜇 = [𝑁𝑎𝜈𝜇], 𝜃𝜈𝜇 = {𝑁𝑎𝜈𝜇}
и рассмотрим алгебраическую решётку Λ𝑁 =Λ𝑁 (?⃗?1,0, . . . , ?⃗?𝑠,0)=𝑀𝑁 ·Λ0(?⃗?1,0, . . . , ?⃗?𝑠,0) ∈ A(𝐹𝑠).
Так как 𝑀 =𝑀𝑁 +Θ𝑁 , то для решёток Λ и Λ𝑁 справедливы соотношения
Λ = (𝐸𝑠 +Θ𝑁𝑀
−1
𝑁 )Λ𝑁 , Λ𝑁 = (𝐸𝑠 −Θ𝑁𝑀−1)Λ.
Отсюда в силу леммы 9 следует, что
𝜌(Λ,Λ𝑁 ) 6 ln
𝑠(𝑠+1)‖𝐴−1‖
𝑁
.
Поэтому, полагая 𝑁 > 𝑠(𝑠+1)‖𝐴−1‖𝑒−𝜀, получим 𝜌(Λ,Λ𝑁 ) 6 𝜀, что и доказывает утверждение
теоремы. 2
4. Заключение
Рассмотрим произвольную решётку Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠. Согласно Б. Н. Делоне и Д. К. Фаддееву [3]
решётка Λ и решётка Λ1 рационально связаны, если Λ1 =𝑀 ·Λ, Λ =𝑀−1 ·Λ1 и 𝑀 ∈M*𝑠(Q).
Множество всех решёток Λ1 рационально связанных с решёткой Λ обозначим через Q(Λ).
Дословно повторяя доказательство основной теоремы можно доказать следующее утвер-
ждение.
Теорема 2. Для любой решётки Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 множество всех решёток рационально свя-
занных с решёткой Λ всюду плотно в 𝑃𝑅𝑠.
Другими словами: Q(Λ) всюду плотно в 𝑃𝑅𝑠.
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Пусть (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) ∈ R𝑠 — произвольная точка общего положения, то есть 𝛼𝑗 ̸= 0
(1 6 𝑗 6 𝑠). Рассмотрим рациональное 𝑠-мерное арифметическое пространство Q(𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) ⊂
⊂ R𝑠 над полем рациональных чисел Q, которое определяется равенством
Q(𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) = {(𝑚1𝛼1, . . . ,𝑚𝑠𝛼𝑠)|?⃗? = (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ∈ Q𝑠}.
Нетрудно видеть, что справедлива следующая теорема
Теорема 3. Рациональное 𝑠-мерное арифметическое пространство Q(𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) всюду
плотно в 𝑠-мерном вещественном арифметическом пространстве R𝑠.
Именно на этом факте основаны теоремы 1, 2 и 3 из работы [18].
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